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Wilfried Rohm

Von der Fourierreihe zum Fourierintegral

[+]

®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Reelle Fourierreihe, komplexe Fourierreihe, Fourierintegral, Nachrichtentechnik,
Elektronik

® Kurzzusammenfassung
Dieser File ist in erster Linie als Demonstrationsfile gedacht (obwohl er der
Vollstandigkeit halber auch Herleitungen enthélt), der den Ubergang reelle
Fourierreihe - komplexe Fourierreihe - Fourierintegral vorallem an Hand der
Impulsfunktion veranschaulichen soll.
Weitere Einsichten vermitteln Veranderungsmaéglichkeiten (der Impulsfunktion)
und der Periodenlange.
Anschaulich wird auch noch mit Hilfe des Fourierintegrals die "Reziprozitat von
Zeit und Frequenz" dargestellt, die fir die Fouriertransformation grundlegend ist
und ein fundamentales Prinzip fir Signaltbertragungen und Spektralanalysen
darstellt.

®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Der File soll ein intuitives Erfassen der Begriffe Fourierreihe - komplexe Darstellung
der Fourierreihe und Fourierintegral ermdglichen sowie die Zusammenhange
aufzeigen. Fur den Unterricht von zentraler Bedeutung erscheinen die
entsprechenden Grafiken samt deren Manipulationsmaoglichkeiten und Interpretation!

® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4./5.Jahrgang, insbhesondere elektrotechnische Abteilungen.

®  Mathcad-Version:
erstellt mit Mathcad 11

* Literaturangaben:
Timischl / Kaiser: Ingenieurmathematik 4, Dorner Verlag.
Hoffmann / Marx / Vogt: Mathematik fur Ingenieure 2, Pearson Studium.
Werner: Signhale und Systeme, Vieweg (Studium Technik).
Preul3: Funktionaltransformationen, Fachbuchverlag Leipzig.

* Sonstiges:
Als Ausdruck eignet sich die pdF-Datei mit optimierten Zeilenumbruchen!
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1) Die reelle Fourierreihe
T wird unten neben der Zeichnung der komplexen

T=6.283 Fouierreihe festgelegt und kann dort variiert werden!!
ty = - to = I Angenommene Grenzen fiir den (symmetrischen) "Impuls"
4 4
A = Variante fiir die untere Grenze! - Dann ist der Impuls nicht mehr
t1=0 2& n symmetrisch. (Feld aktivieren!)

Hier wird ein Impuls im Intervall [t; t, ] definiert

S~—

f(t):=d(t-tg) - o(t-to

[HY

f(tt)

Anmerkungen :

Die Verwendung der Heaveside-Funktion ®(x) erlaubt symbolische Berechnungen, welche im
allgemeinen nicht maoglich ist, wenn ein "Programm™ verwendet wird!

Hinweis : Mit tq = Oerhdlt man eine nicht symmetrische Funktion, sodass die Einzelschwingungen

Sinus- und Kosinusanteile haben (sinnvoll fiir den Vergleich reelle und komplexe
Oberschwingungen)
Eine reelle Fourreihe kann nur fur periodische Funktionen ermittelt werden.
Fir die folgenden Berechnungen wird daher vorausgesetzt, die Funktion sei periodisch mit der Periode T.
Die Periodenlénge kann unten (bei der Zeichnung der komplexen Fourierreihe) verandert werden.

[*] Berechnung reelle Fourierreihe

Bestimmung der Fourierkoeffizienten N = 20 N wir unten beim Amplitudenspektrum der
n:=0.N komplexen Fourierreihe global definiert.

2 .
0Q = ?ﬁ Frequenz der Grundschwingung

ty to
2 2 _ : a0
an=—-| f()-cos(n-wg-t)dt byp==-| f(t) -sin(n-wp-t)dt Gleichanteil: — =0.25
T T 2
t ty
a = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 05| 045] 0318] 0.5 o] -0.09] -0.106| -0.064 o] 0.05] 0.064
b - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Aufstellen der rellen Fourierreihe:

ao N . .
f_fourier (t) := - Z (an - cos(n- g - t) + bp - sin(n- og - t)) Sinus-Kosinusform
n=1
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Fir die Erstellung der Fourierreihe in der Amplituden-Phasenform mussen die Amplituden und Phasenwinkeln der
einzelnen Schwingungen ermittelt werden

An =+ (an)* + () TOL:= 10" °
Bei der Berechnung der Phasenwinkel gibt es ein numerisches
an:= |0 if |an| <TOL Problem. Durch die oben durchgefiihrte numerische
Berechnung des Integrals kann es vorkommen, dass die
an otherwise Koeffizienten, die bei exakter Berechnung 0 sind, einen

kleinen Wert haben (z.B. 10-7).
Bei Verwendung der sehr praktischen Funktion atan2 kénnen

bn:= |0 if |bn| <TOL aber dadurch véllig flasche Winkel ermittelt werden,
inshesondere, wenn beide Koeffizienten a, und b,, "nahe 0"
b, otherwise (statt "wirklich 0™) sind.

Daher wird eine Toleranz eingezogen: Ist der Betrag des
Koeffizienten kleiner als diese Toleranz, wird dieser

on= |0 if ah=0Abp=0 Koeffizient exakt gleich 0 gesetzt. SchlieRlich muss auch noch
) berticksichtigt werden ,dass die Funktion atan2 nicht definiert
atanz(bn ’ aﬂ) otherwise ist, wenn beide Koeffizienten 0 sind!
0 0
Fourierreihe in der Amplituden-Phasenform 0 05 0 1571
N 1 0.45 1 1.571
. a0 :
f_fourier2(t) := — + Z (An-sin(n- g - t+ ¢n)) 2| 0318 2 1.571
2 3 0.15 3 1.571
n=1
A_l4 0 ,_|4 0
5 0.09 5 -1.571
6 0.106 6 -1.571
Pl Bl L 7| 0.064 7| -1571
272 100 8 0 8 0
9 0.05 9 1.571
10 0.064 10 1.571

[+] Berechnung reelle Fourierreihe

15T

-0.5—
0.6T
Amplitudenspektrum ]
p p o4t
AI’]
1
0.2T
0 5 10 15 20

2 ) Die komplexe Form der Fourierreihe

Wilfried Rohm 2006




HTL Saalfelden Von der Fourierreihe zum Fourierintegral Seite 4 von 17

[x] Herleitung

ap <« i , Reelle
f(t)= 5 D ag-cos(n-og-t)+ Y by -sin(n-mg-t) Fourierreihe
n=1 n=1

mit an:TE-J'f(t)-cos(n-coo-t)dt und b, =T3j f(t)-sin(n- g - )t
T

a & 1 inot - —ino.-
f(t)=—0+2a — eJnm0t+e Ino,t +
2 n=1 nz( )

1 i1t _ oot Umschreiben mit
b ( —¢ ’ ) Hilfe der Euler-

?Msa

"2 Formeln
a, <1 _ ot 1 it Gleiche e-Potenz
f(t)=7+ ZE(an—J'b eJ ° +ZE ant j-by)-ed zusammenfassen;
n=1=——~— %f*— komplexe
n Cp Koeffizienten
Ch = %(an_j‘bn) = TEI f(t)-(cos(n-wq-t)—j-sin(n-wg-t))dt ?ﬁ;ﬁgﬂgung der
T oot Koeffizienten:
< 1 _ 1 o Unterschied nur
Cy = E(anﬂ'b = If(t) (cos(n-wq-t)+ j-sin(n-mg -t))dt im  Vorzeichen
T o i1, t der e-Potenz!
Durch die Transformation |n — (—n)| kann geschrieben werden: Der
N ) entscheidende
Ch=Con LTrick“: n— - n
ay <& inot S x inot Umschreiben der
f(t)=7+ Dcp-elmte N e, e ° komplexen
n=1 n=1 Fourierreine auf
a, & it —o0 ot eine geme_insa_me
=7+ZC_n'e + Z Ch-€ Summe mit Hilfe
n=1 n=-1 des obigen
0 ,» T ricks*
:a70+ > cpefmOt = 3 ¢ et i coz%o
(n=0) N=—o0
Ergebnis und
f(t)= Z Cn- el mit ¢, == If(t) e Imestyy Zusammenhang
nN=-o0 zur reellen
an :2-Re(cn) = c(n)+c(-n) Fourierreihe

by =2:Im(cy) = j-(c(n) —c(-n))

Interpretation

' '\ c,-ed™ ! (positiver Drehsinn) »negativer
Frequenzen“ als
Umkehrung des
Drehsinns — die
> Re Addition der
komplexen
Schwingungen
- gleicher Frequenz
AJ c_,-e 1Mt (negativer Drehsinn) ergibt die reelle
Teilschwingung!

v
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I T
[+] Herleitung

[*] Berechnung komplexe Reihe

Anmerkung : Da die Indizes bei der komplexen Fourierreihe auch negativ sein kénnen und dies in Mathcad bei der
Definition eines Vektors nicht vorgesehen ist, muss auf die Funktionsschreibweise statt der
Vektorschriebweise (wie oben bei der reellen Fourierreihe) gewechselt werden.

Berechnung der Koeffizienten der komplexen Fourierreihe; c(n) und c(-n)

T
2 sind im allgemeinen konjugiert komplex (siehe auch "Herleitung"), was

: [ £(t) - e_J'n'mo't dt  man hier aber erst sieht, wenn man beispielsweise bei der obigen

1
c(n):=— o
T J T Impulsdefintion als untere Grenze t;=0 wahlt!
Py (dunkelgelbe Variante aktivieren!)
Beispiel:
c(-5) = -0.045 c(5) = -0.045

Hier erfolgt nun ein tabellarischer Vergleich der Koeffizienten , der die hergeleitete Theorie verifizieren soll:

n:=0..N
aa(n) = c(n) +c(-n) aa(n) = 2- Re(c(n)) Berechnung der reellen Koeffizienten aus den
i komplexen auf 2 Arten
bb(n) :=j- (c(n) — c(-n)) bb(n) := 2-Im(c(n))
n= aa(n) = bb(n) = c(n) =
0 0.5 0 0.25
1 0.45 0 0.225
2 0.318 0 0.159
3 0.15 0 0.075
4 0 0 0
5 -0.09 0 -0.045
6 -0.106 0 -0.053
7 -0.064 0 -0.032
8 0 0 0
9 0.05 0 0.025
10 0.064 0 0.032

Oben (bei der rellen Fourierreihe) wurden folgende Koeffizienten ermittelt:

0 0 0 lcm)] + Je(-n)] =
0 0.5 0 0 0 0.5 0.5
1 0.45 1 0 1 0.45 0.45
2 0.318 2 0 2 0.318 0.318
3 0.15 3 0 3 0.15 0.15
a=L4 0 b=|4 0 A=L2 0 0
5 -0.09 5 0 5 0.09 0.09
6 -0.106 6 0 6 0.106 0.106
7 -0.064 7 0 7 0.064 0.064
8 0 8 0 8 0 0
9 0.05 9 0 9 0.05 0.05
10 0.064 10 0 10 0.064 0.064

Im folgenden wird dieser "rechnerische Vergleich" graphisch veranschaulicht:

[+] Berechnung komplexe Reihe
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Vergleich des Amplitudenspektrums der reellen und komplexe Fourierreihe:

T=2n N = 20 T und N variieren!! n:=-N.N
0.6T
N
|c(n)] ~1e
T ‘041 [\
0 / '
! §
An / \
Q /’ T4 |\
le(m)l+c(- )] , 2T | L
AR . / 3 ]
- e v \ ? T? ¢
rror | IT\,/T ] .4 '=
-10 -5 0 5 10
I"I'(DO

Hinweise und Beobachtungsmdglichkeiten:

Die Amplituden der reellen Fourierreihe (blau mit Kreis) ergeben sich aus dem Spektrum der Betrage der
komplexen Fourierreihe (rot) durch Verdoppelung bzw. indem der "negative Ast" hertibergeklappt und
zum positiven Ast addiert wird ("Schanierprinzip™).

Da c(n)und c(-n) gemal Herleitung konjugiert komplex sind, missen ihre Betrdge gleich groR sein -

folglich ist das Amplitudenspektrum der komplexen Fouriereihe symmetrisch, wenn (so wie hier) die
Betrage dargestellt werden.

Was bewirkt eine Vergréerung der Periodenlange beispielsweise auf 4r, 8x oder 16 « ?

2
Wegen wog = ?n bewirkt beispielsweise eine Verdoppelung der Periodenlédnge eine Halbierung der

Grundkreisfrequenz - die Linien liegen daher nun entsprechend dichter! Man kann daher schon vermuten,
dass flr T gegen oo aus dem "Linienspektrum™ der komplexen Fourierreihe das kontinuierliche

Spektrum des Fourierintegrales entsteht (dann geht ja g gegen 0)

(Hinweis: Bei einer Erhthung der Periodenldnge muss auch das Amplitudenspektrum erweitert und
damit N erhéht werden!)

Aktiviert man ganz oben bei der Defintion des Impulses den dunkelgelben Teil (t; = 0), so liegt keine

symmetrische Funktion mehr vor und die c(n) sind nun komplex, weil auch Sinus-Anteile in der
Reihenentwicklung vorkommen. VVon den komplizierteren Werten abgesehen ergibt sich aber auch hier
prinzipiell ein &hnliches Bild.

Rechnerischer Vergleich zwischen komplexen und reellen Oberschwingungen (Region)

[*] Rechnerischer Vergleich

Hier wird am Beispiel einer beliebigen Oberschwingung druch symbolische Rechnung gezeigt, dass bei
Addition der beiden konjugiert komplexen Zeiger die reelle Schwingung entsteht - das entspricht dem

Zusammenklappen und Aufaddieren im obigen Bildvergleich bzw. der graphischen Erklarung im untersten Feld

des Herleitungsteiles (oben: "Interpretation negativer Frequenzen™).

Hinweis: Der Operator komplex muss dabei verwendet werden

Der Operator komplex zwingt zum Rechnen in der a+j*b-Form (Komponentenform) und wandelt daher geman

der Euler-Formel &/ in die Form cos(n-®-t) + j-sin(n- e - t)um!

Wilfried Rohm
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Beispiel k. Oberschwingung k=7

komplex
jkogt ~jkogt vereinfachen 2
c(k)-e +c(-Kk) - e — —6.42-10 "~ - cos(7.- 1)
sammeln, cos(k - t)

sammeln, sin(k - t)

gleit, 3

o —jkogt |komplex 1

j-kogt 2
c(k)-e + c(—Kk) - e -2 -cos(7-t)

; -
vereinfachen 7.rx

Nun ein Vergleich mit der reellen Fourierreihe (die erneute Berechnung ist notwendig, weil oben a, in einem
Programm definiert wurde und daher mit diesem Feld keine symbolischen Berechnungen mehr méglich sind!)

T T
2 2
2 2 .
a(k):==-| f(t)-cos(k-wg-t)dt bk):==-| f(t)-sin(k-og-t)dt
T T
-T -T
2 2

-22 - cos(7 - t)

a(k) - cos(k - wg - t) + b(k) - sin(k - wg - t) vereinfachen — -
T

Vergleich mit der reellen Fourierreihe fiir bestimmtes n liefert das gleiche Ergebnis!!!

Folgerung: Die komplexe Fourierreihe ist nur eine andere Schreibweise der reellen Fourierreihe

Unterschied: Die reelle Fourierreihe bendtigt Amplituden- UND Phasenspektrum!
Die komplexe Fourierreihe benétigt nur das Amplitudenspektrum - die Phasenlage ist indirekt
tUber die komplexen Koeffizienten enthalten!

Hinweis: "Beeindruckender" wird der Vergleich, wenn wiederum oben bei der Impulsdefinition t;=0 gesetzt
wird (unsymmetrischer Impuls mit Sinus- und Kosinusanteilen!)
[+] Rechnerischer Vergleich
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3) Der Ubergang von der komplexen Fourierreihe zum Fourierintegral am Beispiel eines
symmetrischen Impulses

[x] Herleitung

Wir gehen von der komplexen Fourierreihe aus .
Wir wéhlen die gleichen Bezeichnungen wie im Buch Timischl/Kaiser (Mathematik 4):

fr() .. periodische Funktion mit Periode T
f@) .. entsteht aus f(t) fur T —» o

Gemald der obigen Grafik bei der komplexen Fourierreihe erkennt man,

dass fir T — o auch ay =2—7T—>O gilt!

Statt den Werten c,, betrachten wir nun T -c,,. Damit ergibt sich:

.
2 _ o .

T-c,= ijT(t)-e—J'”'”o"dt T F(jo)=[ f(t)-e”dt
2

und

_ N o elnat X _ 1 T ot
fT(t)_n_z_ c,-e T f(t)_zﬂjf(t) el @t

Daraus erhalt man den Formelsatz :

o) = FCa) = ] F(0)-e 7ot

Fouriertransformation

17 . :
f()=">_ IF(Jm)-eJ‘”tdt

inverse Fouriertransformation

[+] Herleitung

‘ 1
a=t)y—>—-n
2 4

. Der Impuls wird dhnlich wie oben mit einer Impulsbreite von 2a
impuls(t,a) = ®(t+a) — @ (t— a) definiert

a
tt:= -ba,-5a + — .. ba

impuls(tt, a) T

tt

Wilfried Rohm
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Wir ermitteln die Fouriertransformierte auf 2 Arten:

1) Symbolische Integration geméf} der Formel flr die Fouriertransformierte:

a
F(o,a) = impuls(t, a) - e_Jm't dt
F( p

-a
0. annehmen,a > 0_) . sin(o - a)
’ vereinfachen ®

2 ) Mit Hilfe des eingebauten Schlisselwortes fiir die symbolische Fouriertransformation:

fourier, t )
1+i-n-A(0)

()

impuls(t,a) | komplex —2-sin(o - a) -
vereinfachen

Fir o = Oist aber der Dirac-Impuls A(w) = 0 , daher ergibt sich fir die
Fouriertransformierte des Impulses:

FFimpuls (o , @) = 2:sin@- o) das gleiche Ergebnis wie oben!

Anmerkung : Flr ®=0 haben wir in der obigen Definition eine "hebbare" Unstetiakeitsstelle, da der Limes existiert

sin () — 1. In Mathcad wird dazu die Funktion sinc(x) = sin()
X X

wegen  lim zur Verfugung
x—>0

gestellt, welche die Funktion fuir x=0 richtig auswertet.
Richtiger Weise misste die Definition daher lauten:

FFimpuls(© ., @) := 2- a- sinc(a- o)

Allerdings gibt es in diesem File auch mit der obigen Funktion keine weiteren Probleme, sodass man
eventuell dieses "Problem™ auch "verschweigen" kdnnte.

Nun wollen wir den fouriertransformierten Rechtecksimpuls graphisch mit der GroRRe ¢, *T vergleichen.

Wir werden dabei sehen, wie das kontinuierliche Spektrum ("komplexe Spektraldichte") die Hullkurve des
Linienspektrums der komplexen Fourierreihe darstellt.

Hinweis: Damit dieser Teil unabhéngig von oben funktioniert, wurden die nétigen Teile nochmals
hingeschrieben. Man verandere T auf 4x, 8, ... (gegebenenfalls auch n vergroRern)

Wilfried Rohm 2006
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n:=-40..40 oo = -20,-19.99.. 20 -
B |
.. 21 1 . —jnogt
T:=2r T variieren! wQ = — c(n)=—- | impuls(t,a) - e dt
T T J _T
2
ot
1.3\
c(n)-T 1+
L
FFimpuis(®, a) h 6+
-20 5 -10 W 0 \U)/ 10 15 20
05+
N-og, 00

Dieser direkte Vergleich (Darstellung der komplexen Spektraldichte) funktioniert aber nur selten, weil im allgemeinen
die Faktoren c(n) komplex sind. Daher betrachtet man haufig die entsprechenden Betrage (" Amplitudendichte™):

o
1.0\
|e(m)[-T
L ]
|FFimpuIs((”(D,a)|
M\Mj\/ il mmm
-20  -15 10 -5 0 5 10 15 20
nog, ®o
= 80 80 oo = —20,-19.99 .. 20 T
T-8 _ 2n . (2 oot
o POy cn):==-| impuls(t,a)-e o at
L.
2
c(n)-T
L

FFimpuls(w‘Da a)
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|e(m)|-T
1

|FFimpuIs(¢°w,a)|

~-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Hier erkennt man, wie die Erhdhung der Periode von 2x auf 8 im Vergleich zu oben zu einem "Zusammenricken™
der Frequenzen fihrt.

4) Die Rucktransformation (inverse Fouriertransformation) mit Hilfe von Mathcad

Die Rucktransformation mit den Symbolik-Befehlen von Mathcad gelingt nur in einfacheren Féllen,
entsprechende Vereinfachungen werden haufig nicht durchgefuhrt.

Die Rucktransformation des Rechtecksimpulses auf 2 Arten liefert das gleiche Ergebnis.

a) Wir verwenden die oben berechnete und definierte Fouriertransformierte des Impulses:

invfourier , ®
I:Fimpuls(C0 ,8)

1 1 1
> —-O(t+a)-—-O(-t-a)-—-P(t—-a)+ - -P(-t+a
vereinfachen 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

b) Wir verwenden das Ergebnis der Fouriertransformation, das Mathcad mit dem Schlusselwort **fourier*
lieferte:

1+i-n-A(o) o |Invfourier,o

1 1 1
2-sin(a- o) - —>—-<I>(t+a)—Ewb(—t—a)—E-(D(t—a)+z-<b(—t+e

® vereinfachen 2

Wie gesagt, das Ergebnis wird nicht sinnvoll vereinfacht, dass die Funktion aber tatsachlich unserer oben
definierten Impulsfunktion entspreicht, bestétigt die zeichnerische Gegnuberstellung:

f(t a)-—l-CD(t a)—iwb(—t—a)—lwl)(t—a) l-(I)(—t a)
T2 " 2 2 "2 "
o

f(tt, a)

impuls(tt, a)

tt
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I
5) Die Reziprozitat von Zeit und Frequenz bei der Fouriertransformation

Der grundsatzliche Zusammenhang zwischen Impulsdauer und Bandbreite spielt in der
Nachrichteniibertragungstechnik eine wichtige Rolle. Wir verdeutlichen diesen Zusammenhang hier an Hand von 2
Beispielen:

a) Vergleich Rechtecksimpuls mit seinem Frquenzspektrum.

b) Vergleich einer (gefensterten) Kosinusschwingung mit ihrem Spektrum.

a) Rechtecksimpuls

o a
1 avariieren ! a=a tt:=-20-a,-20-a+ —..20a

Q
Il

Zeitbereich

[

impuls(tt, a)

Frequenzbereich

FFimpuls((’)Q’s a)

20 =10 0 1 20

0o

Wir erhalten den grundlegenden Zusammenhang, indem wir die ersten Nullstellen des in den Frequenzbereich
transferierten Impulses bestimmen:

sin(o - a) . :
Wegen FFimpuls (0, @) —> 2 ——— stezen wir: sin(w-a) =0
®

Die ersten Nullstellen sind also bei a-o=mx

14

dies fuhrt zu: @1 = ol gleit,3 — 314
a

o |3

Das Frequenzband bis zur ersten Nullstelle ist das "vorherrschende Frequenzband" und bestimmt damit die
Bandbreite.

Wird der Impuls breiter (also zeitlich gesehen l&nger bzw. a groRer), wird o1 und damit dieses Frequenzband
schméler, wird der Impuls kirzer, so wird das Frequenzband breiter.

mit anderen Worten: Verlangerung der Signaldauer ---- > Verkleinerung des Frequenzbandes
(=Bereich mit hoher Spektraldichte)
Verkurzung der Signaldauer ---- > Verbreiterung des Frequenzbandes.

Diese REZIPROZITAT von Zeit und Frequenz ist von grundlegender Bedeutung fiir Signaliibertragung und
Signalanalysen.
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Impulsbreite 2 Impulsbreite 10
T
T
; |
-10 0 10 -10 0 10
— (1) — @)
4 207
4 10t
-10 0 10 —20 -10 10 20
2= -10—
— F(w) — F(w)
Impulsbreite 0.8 Impulsbreite 0.2
11
: | : |
-10 0 10 -10 0 10
— (1) — @)
2T /\
1T 0.2T
. ) I l
-10 N/ o 7 10 -10 0 10
-1 0.2~
— F(jw) F(w)
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Das Verhalten des Dirac-Impulses bei der Fouriertransformation:

Grundsatzlich gilt A(t) fourier,t — 1 Die Amplitudendichte des Diracimpulses ist konstant

gleich 1 - unabhéngig von der Kreis-Frequenz o

1 fourier,t —»> 2-7n-A(®) Eine konstante Zeitfunktion hat als
Fouriertransformierte einen Dirac-Impuls, was bedeutet,
dass die Spektraldichte an der Stelle 0 unendlich ist.

Das Verhalten des Dirac-Impulses bei der Fouriertransformation kénnen wir aber auch graphisch als Grenzfall
unserer Impulsfunktion fir a gegen 0 anschaulich nachvollziehen, wie nachfolgend gezeigt wird:

Angenéherter Deltaimpuls (a=0.001) Sehr breite (**fast konstante') Zeitfunktion
(a=100)
1000T )
500T 0.5+
-10 0 10 -10 0 10
— f(t) — f()
4 200T
0.5T 10071
-10 0 10 1o ‘o 1o
— F(w)
— F(w)

Wilfried Rohm 2006




HTL Saalfelden Von der Fourierreihe zum Fourierintegral Seite 15 von 17

b )Gefensterte Kosinusschwingung

a=10 0g:=1 a bzw. o variieren! tt:= -20,-20 + 0.01.. 20

ft) := COS((‘)O ’ t) (@(t+a) - ©(t- a) Definition des "Kosinus-Impulses im Intervall [-a,a]

Hinweis : Diese Definition ist gleichbedeutend mit f(t) := COS(coo ) t) if (t>-a) (t<a)
der nebenstehenden (mit dem _
Unterschied, dass sie symbolische 0 otherwise

tt

Darstellung im Zeitbe

Transformation geméaR einer
; ; Formelsammlung, da die
sinfa- (o + ® sinfa- (o — ® ) > .
[ ( 0)] + [ ( O)] eingebaute Fouriertransformation
o+ og o — 0Q eine wegen dem Delta-Impuls
nicht zeichenbare Funktion liefert.

FF(o) =

oon:=-10,-9.99..10

FF(oo)

[0]a]

Im Folgenden einige Beispiele fur unterschiedliche Werte von a und o,

[*] Umdefinition der Funktionen

Umdefinition zur eleganteren Vorgangsweise bei den untenstehenden Zeichnungen

f(t.a,0g) = cos(wg - t) - (@ (t + &) - d(t - a))
tt:= —40,-40 + 0.01.. 40

sin[a- (co + (1)0)] N sin[a~ (m - coo)]

FF((o ,a, o)o) =
o+ 0 ® = @@ oo =-10,-9.99.. 10

[+] Umdefinition der Funktionen
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Impulsbreite a = 20, a;=2 Impulsbreite a =30, «, =2

1

/\ 1
—I2 2IO : l T T 1
-40 - d\/ 40

0 — 10
50T
-10 -5 5 10
— F(jw) — F(w)
Impulsbreite a =30, ;=5
I
~40 40
1
- f®
50T
-10 0 10
— F(w)
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Wenn man a grof3er werden laf3t, erkennt man, dass als Ergebnis der Fourier-Transformation der
"reinen” Kosinusschwingung 2 Dirac-Impulse bei + o, herauskommen miissen. Dies kbnnen wir

auch rechnerisch nachvollziehen.
0o = ®Q

fourier, t
cos(wg - t , > - Alo - 0g)+7-A(o + ©g)  Dassind 2 Dirac-Impulse bei
vereinfachen ®=0gund ©=-0g

Die inverse Fouriertransformation ergibt wieder die Kosinusschwingung:

invfourier , ®
- A(co = mo) - A(co +F mo) vereinfachen_> COS((DO . t)
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