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Wilfried Rohm

Lineare Differentialgleichung 2.0rdnung - Beispiel Autofeder

[+

¢ Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Numerisches Losen einer linearen Differentialgleich ung 2.0rdnung am Beispiel einer
"Autofeder" - Unterscheidung der Lésungsfélle "aper iodische Ldsung",
"aperiodischer Grenzfall" und "Schwingfall"; Losungsverhalten unter
Bericksichtiugung von Stdrfunktionen.

Kurzzusammenfassung

Die Loésung der homogenen und inhomogenen Linearen D ifferentialgleichung 2.0rdnung
erfolgt in diesem File lediglich numerisch mit den Mdoglichkeiten, welche Mathcad fur
"Gewohnliche Differentialgleichungen” bietet: Die F unktion Gdglésen bzw. Odesolve.
Das Ziel dieses Artikels ist jedoch ein anderes:
Es soll an einem praktischen, anschaulichen Beispi el ("Autofeder") das Lésungsverhalten
veranschaulicht werden (ohne den "Ballast" einer an alytischen Losung).
Ausgehend von den Lésungsféllen der homogenen Gleic hung (Aperiodischer Fall,
aperiodischer Grenzfall, Schwingungsfall) wird das Verhalten des Systems auch beim
Anlegen von praxisrelavanten Stérfunktionen untersu cht. Dabei werden auch Anleitungen
zu entsprechenden Animationen gegeben.

¢ Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Der vorliegende File istin erster Linie als Demons  trationsfile gedacht, der die
Losungen der Schwingungsgleichung veranschaulichen soll.

¢ Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4./ 5.Jahrgang

¢ Mathcad-Version:
Mathcad 15

® .

Literaturangaben:
Alle aktuellen Lehrblicher, Thema "Schwingungsgleich ungen"
o

Aufgabenstellung:
Annahme: Die Gewichtskraft bei einem Auto betrage @00 N pro Rad, Die Feder wird
beim Fahren tber Hindernis um 5 cm verformt.

Als Anfangsbedingungen wird daher angenommen: y§é5 y'(0) =0

Die Differentialgleichung der Feder lautet:

ma% +bE(d x(t)j Pk =0  baw  mBex +bE(d x(t)j FRIK(®) = Xers
— - i - Stor(t)
dx? dt X2 dt

Dabei bedeutet: m ... Masse in kg
b ... Widerstandskoeffizient (Dampfungkskonstaimteéig/s

k .... Federkonstante in N/m bzw. kg/s

Aus der Angabe werden die benétigten GroRen bereckett Dabei werden das Hooke sche
Gesetz (F = k) und die Formel fur die Gewichtskraft (G=mg ) verwendet.
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kg
F = kX =00 N _gx10t
005 m S
G=m0y Nru/::M m =300 kg
10
Eigenkreisfrequenzay, bzw. Periode der Eigenschwingung wg := \/E Ts = 2m Ts=0444 s
m wo
Fall 1: Keine StoRdampfer, keine Reibung (theoretish ungedampft) b:=0 kg
s
Vorgabe
d? . o
m D—Zx(t) +b Dg—x(t) +(kx(t) =0 Zu lésende Differentialgleichung
dt t
x(0) = 0.05 x'(0)=0 Anfangsbedingung
x := Gdglésen (t,10,1000) Hinweis: Mit rechter Taste aufdglésenbzw.odesolvedie nummerische

Berchnungsmethode auf ein adaptives Verfahrenedlerst weil sonst
grobe Ungenauigkeiten passieren kdnnen!! Oder dear8meter auf
einen hohen Wert (z.B. 1000) setzen!

Hinweis zur Lésungsmethode:
Mathcad hat (seltsamer Weise) keine symbolischeadBeungen zur Lésung von Differentialgleichungergesehen.
Allerdings enthalt Mathcad viele leistungsstarkalionen zur nummerischen Lésung (auch kompliziertend auch parti
Diffrerentialgleichungen.
Gewohnliche Differentialgleichungen kdnnen mit Blifes Lésungsblockes

vorgafksglosenbzw. given-odesolve

geldst werden.
Zu beachten: Die Ableitungen kdénnen in der Gleichmit Apostroph $TRG-F7) oder dem Ableitungsoperator eingegeben
werden, Nebenbedingungemissenmit dem ApostrophTRG-F7) eingegeben werden.

J,.=0,0.01..400g

Hinweis: In den anderen, folgenden Fallen wurdeotiége Losungsblock jeweils hinunterkopiert uneiimer Region
"versteckt", um eine bessere Ubersicht beim AnderrParameter zu erhalten!

0.06;

I ANTANANY S
= AVARVALVAR VAN

-0.06

T

Wir erhalten (wie in diesem reibungslosen Fall zurgvarten ware) eine ungedampfte Schwingung
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Fall 2: Aperiodischer Grenzfall: b ist aus der chabkteristischen Gleichung auszurechnen

Den Konstruktuer einer Feder interessiert bei derdbsionierung der Feder der aperiodische Grengfall er die schne
Riickkehr in den Ruhezustand ohne Uberschwingenteri@as ist im Bereioch der Elektrotechnik insinetere bei

MeRinstrumenten [Drehspulinstrumenten] von Bedegjtun
Die Berechnung des Dampfungswertes b erfolgt austdeakteristischen Gleichung

MO +b D +k=0

_ —b+4y b - 4Tk

A= N =

_ —b—yb® -4k

2[0m 2[0m
Also b= Wurzel[(b2 -4k Em) ,b] b = 8485.28
[¥ Berechnung
0.05;
0.04
0.03;
Xaperiodisch(T)
0.02
0.0%
1 15 2
Fall 3: Starkere Dampfung der Feder b,:= 12000
[¥-Berechnung
0.05;
0.04
x(T) 0.03]
Xaperiodisch(T) 0.02
0.0%
1 15 2

In der Grafik erfolgt ein Vergleich mit dem aperiodischen Grenzfall:
Die starkere Dampfung der Feder verlangert die Zeibis zur Ruckkehr in den "Ruhezustand”
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Fall 4 : StoRdampfer beschadigt

[¥-Berechnung

0.067

0.04
x(T)

0.02;
Xaperiodisch(T)

-0.02-

Es erfolgt wieder ein Vergleich mit dem aperiodiscan Grenzfall. Der "Techniker" orientiert sich bei der
Konstruktion von Federn (z.B. bei der Dampfung eine Drehspulinstrumentes) manchmal gerne am Fall der
"ganz leichten Schwingung" statt dem aperiodischeiGrenzfall, weil der Ubergang in den "Ruhezustand" zvar
(kaum merklich) schwingend, aber schneller erfolgtls im apertiodischen Grenzfall. Dies sieht man gutvenn

man oben beispielsweise b=7000 kg/s setzt.

[¥-Berechnung

0.067

0.04
x(T)

0.02;
Xaperiodisch(T)

15 2
-0.02-
Fall 5: Kein Sto3dampfer mehr bzw. kaputt , praktisch nur mehr b,:= 1500
Federreibung
[¥}-Berechnung
0.067
0.047

0.021

Q) AN

0 0.5 1
~0.02

-0.04-

Das Bild zeiat sehr schwache Damnof
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Fall 6: Einwirkung einer konstanten Kraft F (z.B. Niederdriicken)

F.=1200 N pi=5000 X9
S

Vorgabe

Hier liegt nun eine inhomogene Gleichung mit

2
Dd _
m dtzx(t) *b %X(t) +(ktx(®) = F konstanter Storfunktion vor

x(0) =0 x'(0)=0
X,.= Gdglosen(t, 10)

Wieder wird (zum Vergleich) der aperiodische Gralizferechnet und gezeichnet (in Region "verstgckt"

|E| Berechnung des aperlOdlSChen Grenzfalles
MO +bDh+k=0

_ —b+yb% - 4Tk _ —b-y/b% -4k m
A= A2

20m 20m

b= Wurzel[(b2 -4k Em) ,b] b = 8485.28

Paperiodisch := b
Vorgabe

2
mG%ox(® +b Ex(® + (kx()) = F
dt dt

x(0) = 0 x(0) =0
Xaneriodisch, .= Gdglosen(t,2,100)

[+] Berechnung des aperiodischen Grenzfalles

T:=0,001..400s Konstante Funktion als Storfunktion - Vergleich mit der Losung beim

aperiodischen Grenzfall

0.03r
0.02r L
x(T)
Xaperiodisch(T) ,/,
0.0 //
0 0.5 1 15 2
T
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Erstellen einer Animation flr unterschiedliche Damgdung : Erklarung in Region

Es soll das Losungsverhalten fur unterschiedliche @mpfungskonstante b (von 0 kg/s bis
18.000 kg/s mit einer Schrittweite von 150 kg/s ieiner Animation demonstriert werden.

[¥}—Berechnung und Animationsanleitung

Animation : Konstante Funktion als Stdrfunktion

0.04
0.03 | b=0 @
s
x(T) oop ] — g
Xaperiodisch(T) aperiodisc <

0.01

Fall 7: Erzwungene Schwingung durch Ritteln:

Das "Rutteln" soll hier eine sinsuférmige Storfuaktsimulieren und kdnnte z.B. auf einem Priifstaridlgen

Zum Beispiel fir f=2 Hz und F_max=1200 N mit den Afangsbedingungen x(0)=0 und x'(0) = 0

I||||I||||||||||I b:4024 ) NEA:].ZOO N
| L T Y A I e A | s
f = L T T O R B I B | f =1 Hz
- |
[ T e O Y S B B |
f:=2.251" . k wo
Zum Vergleich: = = fo = — fo = 2.251
g 0. \/; 0 o 0
In diesem Fall ist die Frequenz der Stérfunktiondgerfrequenz f) gleich der Eigenfrequegz f
[¥.Berechnungen
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Sinusschwingung als Stérfunktion

J.=0,0.01..500g

0.02]

x(T)

Xaperiodisch(T)

-0.02]

Erstellen einer Animation fur unterschiedliche Damgung : Erklarung in Region

Es soll das Losungsverhalten fur unterschiedliche @mpfungskonstante b (von 0 kg/s bis
27.000 kg/s mit einer Schrittweite von 150 kg/s ieiner Animation demonstriert werden.

[¥}—Berechnung und Animationsanleitung

T:=0,001.500g

Animation : Sinusschwingung als Stérfunktion b=0 kg
- s Erregerfrequenz :
= kg -
Daperiodisch = 8485 S f=2 Hz
0.021
X (T) 3 :- . :- -‘- .: .-. .:.
Xaperiodisch(T) i 3 . 1 : "._ s R : 3

-0.02r

T

Die Animation liefert fiir einen exemplarischen Wit Erregerfrequenz (hier voreingesetllt f=2Hz) Brgebnisse fiir
unterschiedliche Dampfungskonstante b. Man sidfiirsden Einfluld auf Amplitude und Phasenlage
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Erstellen einer Animation fur unterschiedliche Errgerfrequenzen : Erklarung in Region

Es soll das Losungsverhalten fur unterschiedlichefiegerfrequenzen f (von 0.2 Hz
bis 5.2 Hz ) in einer Animation demonstriert werden

[¥}—Berechnung und Animationsanleitung

T:=0,0.01.500g

Animation : Sinusschwingung als Stérfunktion b = 3000 kg
s

Erregerfrequenz f = 0.2 Hz

Eigenfrequenz: _ .

0.041

0.02

-0.02

-0.04-

Die Animation liefert fiir einen exemplarischen Wiet Dampfung (hier voreingesetllt b= 3000 kg/g) Higebnisse fir
unterschiedliche Erregerfrequenzen f . Man sigmbsaen Einflu? auf Amplitude und Phasenlage
(speziell im Vergleich mit der Lésungskurve fandeall f = f0)
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