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Schwingungen

Diese Arbeit enthhalt zwei Teile.

Der erste Teil behandelt die Herleitung und Losung der homogenen Differenzialgleichung fur die elastische Schwingung.
wobei als Erebnis eine prorammierte Funktion steht, die alle Falle mit den entsprechenden Anfangsbedingungen

bertcksichtigt.

Im zweiten Teil findet man die inhomogene Differenzialgleichung, wobei
exponentiell abklingende Funktion oder als periodische Funktion auftritt.

die Storfunktion als konstante Funktion, als

Durch Anklicken gelangt man zu den gewdinschten Inhalten: homogene Differenzialgleichung

inhomogene Differenzialgleichung

1. Federschwingungen ohne Stoérfunktion

m, .... Masse

a

k... Reibungskonstante
(proportional der Geschwindigkrit)

c... Federkonstante

Die Differentialgleichung ergibt sich folgendermaR3en:

Aus dem Grundgesetz der Mechanik erhalt man:

Bei der Auslenkung der Masse an der Feder tritt eine der
Auslenkung entgegengesetzte Federkraft F. auf, die
proportional der Auslenkung ist, auRerdem kann eine
geschwindigkeitsproportionale Reibungskraft bzw.
Dampfungskraft F auftreten. Die der Bewgung
entgegengesetzte Massentragheitskraft ist F,, (ebenfalls
der Bewegung entgegengesetzt).

Frgt F * Fe =0 mea+ kw + oy =0  oder

d

ma

2
maxd—zy +iofy + oy =0
dt dt

2
Division durch ma ergibt —y + L>cd—y + i>y =0
ma

dt2 ma dt

mit wq = < (Eigenkreisfrequenz)
\I ma

und  d=—C (Abklingkoeffizient)

2)xma

erhalt man folgende DGL: d2

dt

2
_2y+2>d>cj—ty+wo>y:0

Bemerkung: a4 =D nennt man den Dampfungsgrad
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Ansatz: y(t) = eI 1

ieI >¢® I >e<p(| >t)
dt

G P

—e ® | >e<p(| >t)
dt

In DGL eingesetzt liefert das folgende Gleichung:
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| %

B2 +2>d4 + w022>e =0 daraus folgt

él

124 204 +wy =0

& 1q
e U
A , g2t
2 2 gd+ 8 -woy o
| “+ 204 +wg =0auflosen,l ® § u
é 10
é S U
Cd- T wt U
gd-e% "Wog g

Eine etwas andere Schreibweise liefert:

’2 2 ’2 2
|1='d+ d'WO und |2='d' d'WO

Nun muss man 3 Falle unterscheiden:

1) o WO2 >0 das heiRtD > 1 starke Dampfung

2) d2 - WO2 =0 das heitD =1 aperiodischer Grenzfall

3) o WO2 <0 das heiRt0<D<1 schwache Dampfung
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e /dz-w %t - ’dz-w 2>tc.')
Fall 1) Der Ansatz liefert: y(t) =e dué"Cfe 07, Cye 0 B

Fir die Anfangsbedingungen y(0) =y und %y = v0 erhalt man fir C1 und 02
0 t
o ® [Eu - [Eedd
S >gc1>e +Cye Heretzen,t=0 ® yg = eq(0){Cpeq(0) + Creq(0))
d - dxf:e J 8wt -|d* w12
_t éCl>e + C2>e 17} =

1
vereinfachen

2
2 2¢
ersetzen = (0~ PC100) - Creq(0) + cl>§i - wo g e®(0)

Vorgabe 1 1
E _ .
-thCq - dCy + le% -Wg g - sz% - WO =V Glelc_hungssystem zur
Bestimmung der Konstanten C;
und C
C1+Cr=Yp ?
€ 1 0
e > u
é 22 2¢ U
a1 ®oted -Wo g ¥otVo
é2 1 U
é B u
é a2 2¢ U
Suchen(C c)®é S U
uchen( C, < p
12" a 1 U
é B u
é a2 2¢ U
é'_ldwo-éd-WOQ >yo+Vol:I
€2 1 a
é 2 u
: B2y 20 X
e e 0g a
é 1 U
e 5 a
é a2 2¢ f
1 @Yo+ed -wp g YotV
ersetzen,Cl =— éj € £ 1 %
32 282 8
~d - WO
Fs &) d2W2>t d2W2>¢6 e ¢ é]_ d>y0+ d2-
- dx ¢ \/'0 -4 wo s é 1 U AN-ES e
¢ “Hfcpe + Cye g g 2 Uo eq(-dx) >
é »2 2¢ 1 é
-1 @Yo gd -wo g YotV <
ersetzen,C, = — ¢ € £ Q é 2.
2 i e e
2
Fe 2 2¢
éd - WO ¢
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Funktionsgleichung in allgemeiner Form fiir den Kriechfall (entsprechend den Anfangsbedingungen)

e E u e o ¢ E u ¢
. u é > u € u é
-dt) @8 22 ¢ (. ér2 2¢ 01 é a2 2¢ @
y =——= ,Z—Z’QSWW 30" wo g wo +voreRed - wo ¢ g o 8 - Wo ¢ Yo * VayeRs
2x/d - WO
2) Fall: d
Der Ansatz liefert: y(t) =e >¢>(C1>t + Cz)

Fir die Anfangsbedingungen y(0) = yO und %y = v0 erhalt man fir C und C2
t 1

yo=€ d>¢>(Cl>{ + CZ) ersetzen,t =0 ® yq = Cyxexp(0)

vereinfachen
%e' d>¢>(C1>t + C2) =V |ersetzen,t=0  ® -d¥y+ Cq =V
t
ersetzen,C, =y
Vorgabe
C2=Yo
- d>y0 + Cl = VO

Suchen(Cl,Cz) ® E_@Wo ' VO?

~ -
by

e Yo g

ersetzen,Cq =d¥y + v
e dx>(C1>t + Cz) ersetzen,Cy =y ® eql- d>{)>(t>d>y0 +tyg + YO)

vereinfachen

Damit haben wir folgende Ldsung:

Funktionsgleichung in allgemeiner Form fir den aperiodischen Grenzfall (entsprechend den Anfangsbedingungen)

- .- dx
y(t) = éP(Vo + d’Yo) tyg®
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3) Fall: - ot /woz- d?j

Der Ansatz liefert: y() =e

_ -t 2 2.¢ ﬁ 2 2.¢c¢
y(t) =e xg?:lmos\ wg -d >tQ+C2>sm\ wg -d ’tee

Fir die Anfangsbedingungen y(0) = yO und %y = v0 erhalt man fir C1 und 02
t

vereinfachen

- 2 2 ¢ . 2 2 (¢
Yo=¢© dxXé%lxzos\ wg -d xg + Cz>sm:\ ;WO -d *EE

Yo = ep(0)>0s(0)>Cq + exp(0)>Cx6in(0) ® yg =Cq

ersetzen,t =

vereinfachen
ersetzen,t =0

- 2 2 ¢ . 2 2 ¢¢
vO:%e d>¢><§:l>cos\ wg - d >t§ + C2>sm:\ ’WO -d xEE

auflosen, Cy

ersetzen,Cq =Yg

2 2 ¢ . 2 2 ¢¢
d*xg%lxzos:\ ’WO -d xz + Czan:\ ’WO -d xEE

€ ersetzen,C, =

P 2
\WO -

d

ersetzen,Cq =y

2¢
g

1
2

O® Yo = ep(0)>C4>c0s(0) + exqp(0)>Cy>sin(0)

d’yo + VO
» 2 2F
\WO - ¢

(b0 + vo) ® expl-dt)

€ 1
e 2 [
p 2 2¢
" O>COSéWO -d ¢ >§

D: D> D> RQID> DD

Funktionsgleichung in allgemeiner Form fir den Schwingfall (entsprechend den Anfangsbedingungen)

& € 1q € 10

] e 2 U g hy e >

_ & ér 2 2¢ N 0""'0 & 2 2¢ 4
y(t) —e<p(-d>t)>§yo>coséwo - d ¢ >(0+ " sngWo - d ¢ *0(]
é 5 G

é > 2 d2€ (

é Vo - A g 0
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Diese Funktion gibt alle mdglichen Losungen der homogenen Schwingungsgleichung an (mit Ricksichtnahme der frei
gewahlten Anfangsbedingungen)

Yo --- Anfangsamplitude
Vg -.. Anfangsgeschwindigkeit

d ... Dampfungsgrad

W, ... Eigenkreisfrequenz

t:=0,001.5
L 6sungen der homogenen DGL
25T

y(2,15,8,4,t) 157

Q) —

S yv(2,15,4,4,9)
B Y
E .yfz_,.1.5,4,8,t)
0.5
3 35 4
-05—

zurlick zur Startseite
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2. Federschwingungen mit Storfunktion

Die Schwingungsgleichung ist nun eine inhomogene lineare Differenzialgleichung hat folgendes Aussehen:

2
d 2 t
Fra® Fk * Fe =s(1) mea + kv + oy = §(t) oder d_t2y+2>dxg_ty+wo>y:ﬂ

Fur besondere Storfunktionen s(x) erhalt man die partikulare Losung durch einen speziellen Ansatz:

Wir gehen dabei flr alle Stérfunktionen vom aperiodischer Grenzfall als homogene Losung aus.
Die Anfangsbedingungen lauten:y(0)=y, und y’(0)=v,

y(t) =e d>t>(Cl>t + CZ) <--- entspricht y},

(Zur Herleitung werden alle mit Zahlen belegte Variablen neu definiert) d:=d t=t

1) Die Storfunktion ist eine konstante Kraft F

Ansatz: Yp = ﬂ

2 F F
2
OI—a+2>d><d—a+wo >a:—0aufl('jsen,a ® 0
dt® dt ma 2
maxw

. . _— - dx Fo

Die Losung der Differenzialgleichung lautet nun: y(t) =e >(Cl>t + CZ) +
2
maxw

Die Anfangsbedingen ergeben sich zu:

5 .
Fo ersetzen,t =0 - geyoxn@wo + FOE

-t
Yo=€ = ACpt+Cy + > |aufiosen,C, ® >
mexv maw
ersetzen,t =0
.. p== 2 2 ¢
4 Fh U » 2 ¢ -SSvpmawn - dyamawn + dOF
_d§- dt 0 Uu -SSy ey + F g0 0 0 0 O¢
VO‘&? >(Cl>t+ CZ) * 2:1: ersetzen,Cy = e’0 02 Oe® 2
e 00 mexv mewq
auflésen, Cq

Fir die gegebenen Anfangsbedingungen erhalt man folgende Lésung:

~

5 2 2 2 ¢ 22} 2 ¢
J(O =6 A 8 g Vpmawq - dygmawg + d>FoE - o ypmewg + FOE{,J+ Fo
B3 2 2 u 2
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Ansatz:y, = ae bj

&

2

R - 2 -
ae b + 2>d><d—a>e b +Wq >(a>e M) =
dt dt

Die L6sung der Differenzialgleichung lautet nun:

Die Anfangsbedingen ergeben sich zu:

F
- 0
yo =e d>t>(Cl>t + Cz) + x
n‘aé%z -2db+w 2
e 0¢
e . Fo
VO 23—% d>(>(C1>t + Cz) + : x©
ta 2 ¢
é r‘ra%:b - 2>d>b+w0 ¢

y(t) =€

2) Die Storfunktion ist eine exponentiell abnehmende Kraft s(t) = Fo>e'

F0>e

- by

Fir die gegebenen Anfangsbedingungen erhélt man folgende Lésung:

& 2 2 2 2 2 2
dx gvom@b - 2% pmadb + vpmawg  + dygmab - 2ygmad cb + dypmawg - dFg + F0>b>t N yomeb - 2%
€

DX ith > 0

- b
Fo

2 2¢
mfé% - 2>d>b+w0 ¢

auflosen,a ®

ma

Fo
2 2¢
n‘afé% - 2>d>b+w0 ¢

- b

y(t) = e- d>t>(C1>t + Cz) + x

2
ersetzen,t =0 y0>mazb2 - 2y pmadb + ypmawg - Fy
auflosen, C»

2 2¢
wagpb - 2>d>b+w0 ¢

ersetzen,t =0
N 2 2 VAX
- bl yomeb” - 2ypmadb + ypmawg - Fog 0
0 ersetzen, C2 = ) 2
u mazg% - 2xdbb + Wo ¢
aufl(jsen,cl

melB’ -

e

m:»

>
2xbb + W

maf
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3) Die Storfunktion ist eine periodische Kraft s(t) = Fo>sin(w>t) oder s(t) = F0>cos(w>t)

Ansatz:y, = acos(wst) + b>sin(w>t)|

2

L fecos{d) + ein)) + 2L (acoslw) + bnlw) + wgNaeoslwet) + prinlw) === | 2"

Fos n(w>t) sammeln, si n(w>t

a

& a>w2 + 2xdhxv + w02>a2>cos(w>t) + g?bwz - 2thaw + w02>b2>sin(w>t) = Fox—sin(wx)

ma

Der Koeffizientenvergleich liefert folgendes Gleichungssystem:

Vorgabe
2 2
0=-aw + 2xbbw +wg =
F
0 2 2
— =-bw - 2xdaxw +wg b
ma
8 -2>F0>d 4 2 v2v 2 2 4¢ H
€ m@v-wao+4>dxm+w0; u
Suchen(a,b) ® N u
e “Fo o2 2ty
At - 2wPwos + ddow’ + we

Die Konstanten C1 und C2 berechnet man einfacher Uber konkret gegebene Zahlenwerte (ansonst werden die Terme
sehr grof3)

y(t) =e d)t>(Cl>t + CZ) + - 2 W scos(wt) ..]
mai” - 2w wy” + ddow” + wy 0
W - 2w g +4dow + wg ¢
F o
2 2
* 2 2O > 2 4 B+ wg psinl)
2 N
naféﬁ/ - 2wy + 4dow +w02
y(t) =e d>¢>(C st + C ) + - 2Fd W scos(wt) ...
1 2 0 4 2 2 2 2 4¢
melW - 2wSwa + adowS + wy o
e 0 0¢
F, .
0 y 2 2¢ .
+ %pw +Wq stm(W)t)

4 2 2 2 2 4¢
n@@v-ZWWO + 4xd xw +WOQ

handisches Vereinfachen liefert:
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F, L, ..
_ - adt 0 » 2 2¢ .
y(t) =e >(Cl>t + Cz) - mgﬂ/ > " é2>d>w>cos(w>t) taw +wg Q>gn(w>t)
2 2¢ 2 i
@V - Wo ¢ + 4d Q
e d>¢>(C %+ C ) - o "(2)>d>w>cos(w>t) + ":ewz +w 2€>sin(w>t)': ersetzen,t =0 ® =
Yo = 1 2 mga@v 5 iJ e e O¢ C b= Yo =
2 2¢ 2 1
@V - Wo ¢ + 4od 0
é._ Fo 4 2 2 U
) :d—ée d>t>(C1>t + Cz) - - - é(2)>dw>cos(w>t) + ‘;pw +Wq E>sin(w>t):j‘|_] ersetzen,t =0 ®
é &’ "WYog w1 a
Vorgabe
= Ceq(0 i D 0) + Bu? + wo?Oin(0)-
Yo = Co>e(0) - - . dJ e2 *V>c0s(0) g W +wg Q>sm( )C
2 2¢ 2 {
@V - Wo ¢ + 4d Q
Fo o 2. a2 2 )
v = - dCyrep(0) + Cpep(0) - - . * & 2xdxv >sin(0) + g W +wg Q>cos(0)>wc
2 2¢ 2 {
@V - Wo ¢ + 4d Q

A 4 2 2 3 2 4 2 4 2
8d>yo>mawv - 20y ppmaw Wy + dygmed W + dygmawg + 2Fpd W+ vpmaw - 2vpmaew ¥

4 2 2 2 2 4¢
n@fé%v-ZXNxNo + 4xd xv +w0£

Suchen(Cy,C,) ®
4 2 2 2 2 4
yormew - 2ypmaxw W +4>yo>fra>d W+ ygmaewg +

a¢
¢

@D:D> D D D D D

4 2 2 2 2
n‘e;gsv -2>vv>w0 + 4xd xv + W
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Graphische Darstellung fiir die drei Falle:

Die konstanten GroR3en sind fur alle drei Félle gleich gewahit.

1
k:=k ma = 1kg c =16 N/m k = —k = iaufl('jsen,k ® Z@LQ 1ma
2xma ma emag
1
k
ma=1 c=16 k=2000ma’  di=—— d=31623 wwzfﬁ- wo =4
2ma ma
t:=0,0001..5 yo:=10 w:=5 Vg = 1000 Fo =300 experimentieren Sie mit

verscheidenen Werten
fir Fg, v (kann auch
negativ sein), yg, W, C,

Die Storfunktion ist eine konstante Kraft: s(t) = Fj ma und k
Xz 3 2 2 ¢ P2 2 ¢
- dx 8' é' VOXTH>‘NO o d’yomo + d>FOQ o é' yomo T FOQE,J FO
y1(t) =e "¢ 5 t+ 5 a+ 5
-e’j mexv maxw 0 maxv
Storfunktion: Konstante
30T
20T
y1(1)
T
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9
-101
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Die Storfunktion ist eine exponentiell abnehmende Kraft: s(t) = F0>e_ b1 b:=2

5 2 2 2 2 2 2
dxt gvoxrab - 2% pmadb + vpmawg  + dygmaeb - 2ypmad b + dypmawg - dFg + F0>b>t . ygmeb -
€

¥il) = d 2 2¢
n‘a%% - 2db + wo ¢

m:»

Storfunktion: Exponentiell abnehmend

ys(t)

r

Die Storfunktion ist eine periodische Kraft s(t) = Fo>sin(w>t) oder s(t) = F0>cos(w>t)

Ol
o

A A 2 2 4 3 2 2 4 2 2
8_ dst 8d>y0>maw4- 20y pmaw W + dygmawg + dygmad W+ 2Fpd W+ vomaw - 2vpmaw wg A
y(n=ee < 4 2 2 4 2 2¢
é 6 m%%\l-ZXNXNO+WO+4>d>W£
Storfunktion: Periodische Funktion
20T,
10T
y()
0 05 1 15 25
-10+

zurlick zur Startseite
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2 2¢
| - C2>§j - WO ¢ >9(“0)=Vo

2 ,
Wozj’yo Vo §pZ 2¢
1 >e<pé§d -Wo g
252
wo ¢

1
2
a2 2¢
1 @yg-gd - wg o Yo+ Vg
— X
2 1
;‘%2 2?2
e’ " "0g¢

, u
é eV
é > U
B2 20 4
Ps & 0g

&%
N CN N

Oz
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1w
, W
2 2¢ )M
37 wo'p
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2 2 2 2 2
meb” - 2wpmadb + vomawg + dypmeb” - 2ypmad b + dypmawg - dF + Fgeb

2 2¢
n‘ﬂfé% - 2>d>b+w0 ¢

Fo - bt
+ e

2 2¢
malp” - 2xdb + wy'

2

ONC oo

b - 2xbb + Wy &
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)

t

)®

N -

e

2 2 ¢ 2 2. ¢ .
aw + 2xbbw + wg >a£>cos(w>t) + Fepbw - 2dhaw + wq >b£>sm(w>t) =Fp

S n(w >t)

ma
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F, , . <
0 > 2 2¢ . .1
Coeq(0) - mgﬂ/ . dJ é2>d>w>cos(0) taW +wy Q>sm(0)t
2 2¢ 2 M
@V - Wo ¢ + 4d Q
Fo 5 2. a2 2¢
Vg = - dCyep(0) + Cpep(0) - —— . { 2w sin(0) + FEw” + wg”>cos(0)w
2 2¢ 2 M
@ - Wq ¢ + 4d w Q0

2 2 2 4 3 2
ig + 4>Vo>ﬂ‘62d W+ vomawg - Fpw o + Fywowg

oo oo oo

oz

~

L
C
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|
|

2040° xma’ = 63246
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2 .
. 2>y0>mapd>b+ yomewg - FOH Fo - ot
2¢ a+ 2 2">e
2 ¢ ¢
ml>5g:'b-2>d>b+w(-)E a rm?égml.‘)-2>d>b+w0E

4 2 2 3 2 4 2 2 4 2 2
Fvgmawg + dvgmed W - Fow o + Fpxwvwg yomew - 2ygpmaw g +ygmawg + 4ypmad w o + 2Fpdw
+

b |
4 2 2 4 2 2¢
I’T‘ﬂ*;é%\l-ZXNXNO +Wq +4>d>wE

ONC

d = 31623
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Fo

. Lo d)wcos(wx) +
e 2 2¢ 2.2
rr@{.gﬁ/ - Wo g + 4xd W
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