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Bernhard Nietrost, HTL Steyr

Verarbeitung von Messdaten

=]
®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Regression, Polynominterpolation, Extremwertberechn ung, graphische
Darstellung von Daten, (numerisches) Lésen von Glei  chungen und
Gleichungssystemen, Vergleich von Modellen.
® Kurzzusammenfassung
Verarbeitung von Messwerten mit elektrotechnischem Hintergrund
®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Matura- oder Vorbereitungsbeispiel in AMFT, verbind et verschiedene
mathematische Kapitel aus der 3. Klasse mit einfach  en elektrotechnischen
Grundlagen.
® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 5. Jahrgang, alle Abteilunge  nvor allem ET
®  Mathcad-Version:
Mathcad 2001
® Literaturangaben:
Timschl: Ingenieurmathematik 3, 4
® Anmerkungen bzw. Sonstiges:
Daten und Idee zu dieser Aufgabenstellung sind eine  m &hnlichen Beispiel (siehe
unten) von Markus Horhager entnommen.
( ----> Seminar MCD in Jenbach, empfehlenswert)
=]

[] Urspriingliche Aufgabenstellung

Wie schon oben angegeben stammt die Idee und démRa meiner Aufgabenstellung von Markus HORHAGER,
HTL Jenbach. Seine Aufgabenstellung ist wie fotgtrfuliert:

Ausgleichsrechnung, nichtlinearer Widerstand einer Gluhlampe

Sie haben Messdaten (Strome $pannung |y an einer Gliihlampe aufgenommen:

0.10 50
0.19 100
0.27 150
l:= A U:= \Y
0.35 200
0.42 250
0.47 300
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Das Ohmsche Gesetz ist nicht anwendbar, da derlid@mverlauf nichtlinear ist. Der Zusammenhangsokien
Strom und Spannung ist annahernd durch

U=aO+b0o®
beschreibbar. Der konstante und der quadratischeilAehlen aus Symmetriegriinden.

1.) Bestimmen Sie aus den Messdaten die bestméglicbeffizienten a und b.

2) Zeichnen Sie die Fitfunktion und die Messdateain Diagramm ein.

3) Welche Leistung hat die Gluhlampe an einer Spagvon 220 V?

4) Wie andert siche der Lampenwiderstand mit desrSstéarke | im Bereich von 0 bis 0.5 A?
5) Wie andert sich die Lampenleistung mit der Sstitrke | im Bereich von 0 bis 0.5 A?

[«] Urspriingliche Aufgabenstellung

Aufgabenstellung: Verarbeitung von Messdaten

Die untenstehenden Daten gehen aus einer Messuangtk@m und Spannung an einer Gliihlampe hervor.
(In den Einheiten [A] und [V])

0.1 50
0.19 100 )
| = U:= Anmerkung: Verwende die Spannung als y und dem&#is x Werte
0.27 150
0.35 200

A. Regression 1: Die Daten erscheinen ungefahr linear zu seine(phiife diese Aussage graphisch
in einem Diagramm) Bestimme die Regressionsgeradehdliese Daten. Welche Bedeutung hat
die Steigung der Gerade ? Welchen Wert sollte @malvenn das Ohmsche Gesetz gilt ?

Stelle die Messdaten und die Regressionsgeradbigcapdar. (MCD)
Diskutiere kurz die Sinnhaftigkeit dieses ersters#@nes.

B. Regression 2:Aus theoretischen Uberlegungen (val GrundlagerEtisktrotechnik) erscheint der

Ansatz eines Regressionspolynoms der Fy =alk + b D(3 sinnvoll. Bestimme die

Koeffizienten a und b durch Regressionsrechnung Alesatz von Hand, Berechnung von a und b
mit Rechnerhilfe)

Stelle Regressionskurve und Daten graphisch dar.

Erklare kurz die Grundidee der Regression.

C. Interpolation: Als Alternative zur Regression kdnnte man die Masg&pe durch ein Polynom
3.Grades verbinden. Stelle die entsprechendenitiegen in Form eines Gleichungssystems auf
und bestimme die Polynomkoeffizienten a, b, c, hlLésen des Gleichungssystems. Welche
Methoden kennst du zum Lésen von Gleichungssystémen
Stelle das Polynom und die Messdaten ebenfallshgap dar. (MCD)

D. Welcher prinzipielle Unterschied besteht zwischen der Regression und dem
Interpolationspolynom beziiglich der einzelnen Datetkte ? Bestimme bei A, B C jeweils die
Summe der quadratischen Abstande. Diskutiere Mud-Nachteile der verwendeten Methoden.
Zeichne die Lésungen A,B,C fiir 0 < | < 1 A. Ubesrdggi welchen Varianten eine Extrapolation
physikalisch sinnvoll erscheint ?

E. Stelle die Leistung der Glihbirne Gber dem Stroitnden Varianten aus A, B und C dar.
Bestimme jeweils die Leistung bei 220 V.
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Losungen zu den Aufgabenstellungen:

[*] Lésungen

A. Die Daten erscheinen ungefahr linear zu seibe(priife diese Aussage graphisch in einem Diagramm)
Bestimme die Regressionsgerade durch diese D#tefiche Bedeutung hat die Steigung der Gerade ?hafielc
Wert sollte d haben, wenn das Ohmsche Gesetz gilt ?

Stelle die Messdaten und die Regressionsgeradbigcapdar. (MCD)
Diskutiere kurz die Sinnhaftigkeit dieses ersters#@tnes.

k := neigung(l, U) d := achsenabschn(l, U)

k = 601.885 d=-11.929 y(x) =k +d x:=0,0.01..0.4

o501 Regressionsgerade und Messwerte
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I, x
Stromin A

Die Steigung der Gerade sollte entsprectU = R O der Widerstand sei(k = 601.885 Q), d misste 0 sein.

Dieses Modell ist zwar einfach in der Berechnurayifdden meisten Programmen wie MCD, EXCEL, Tl 82ro0

Voyage... implementiert) aber leider hier nichtalbrauchbar, da das Ohm'sche Gesetz keinen Adisshmatt
hat.

Anmerkung: Das Ohm'sche Gesetz gilt in diesemralindherungsweise (vgl Grundlagen der Elektroté&ghn

B. Aus theoretischen Uberlegungen (val GrundlagamEdektrotechnik) erscheint der Ansatz eines

Regressionspolynoms der Foy =alk + b D(3 sinnvoll. Bestimme die Koeffizienten a und b durch
Regressionsrechnung. (ev. Ansatz von Hand, Bereghwon a und b mit Rechnerhilfe)

Stelle Regressionskurve und Daten graphisch dar.

Erklare kurz die Grundidee der Regression.

Mit den Messwerten wird die Funktion D(a,b) gebijdeelche die Summe der quadrierten Abstande der
Messwerte von der Kurve beschreibt. Mit der Diffeér@rechnung wird dann das Minimum von D(a,b) restt.
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D(a,b) = Z (Ui - y(li))2 Ansatz fir Abstandsfunktion D(a,b) ry=alk + b D<3
n
3 2
D(a,b) := Z [Ui - [a Oij+b E(Ii)gﬂ Definition von D(a,b) in MCD
i=0
Da(a,b) := d—D(a, b) Db(a,b) := d_D(a, b) Bestimmung der partiellen Ableitungen
da db
a=0 b:=0 Lésen den Gleichungssystems
(Starwerte fur a und b notwendig ->
Vorgabe numerische Losung des Gleichungssystems)
Da(a,b) =0 Db(a,b) =0
510.62 )
r:= Suchen(a, b) r= Gesuchte Werte fur a und b
514.881

D(ro ’ rl) =17.409 Minimale quadratische Summe der Abstande
(ohne Nachweis)

yr(x):=rg X +rq o Definition der Regressionskurve

Regressionskurve und Messwerte
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Spannung in V
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Grundidee der Regression: Eine Kurve wird so gelegt, dass sie mdglichstena allen Messwerten vorbeigeht.
Die Funktion D beschreibt die Summe der quadragisekbstande (siehe oben) und mittels Different&ineing
(partielle Ableitungen) kann das Minimum von D it werden. Wichtig ist bei der Regression, dasim
Messwerte als unbekannte Koeffizienten vorhanded. gist meist kein Problem)

C. Interpolation: Als Alternative zur Regression kdnnte man die 8femkte durch ein Polynom 3.Grades verbind
Stelle die entsprechenden Gleichungen in Form €ileishungssystems auf und bestimme die Polynorfikgaften
a, b, ¢, d durch Ldsen des Gleichungssystems. Wdltdthoden kennst du zum Lésen von Gleichungssystém
Stelle das Polynom und die Messdaten ebenfallshggelp dar. (MCD)

Anmerkung: Hier wird mittels Matrix geldst, abercaumit Losungblock: Vorgabe suchen méglich

Das Gleichungssystem fir a,b,c,d ergibt sich diiclsetzen der Messwerte U = a EI3 +b EI2 +cd+d
Mit Matrixschreibweise kann das Gleichungssystes A [p = U geschrieben werden mit dem gesuchten
a

b -
Lésungsvektop = . Dieser kann durch die Inverse p=A ! U bestimmt werden.
c

o

Berechnung von A

[/, \3 2
(1) (10) 10 1
3 ) Losen des GLS
X (,1) (,1) I 1 -1633.987
= 1323.529
3 2 = a1 _
(13)° (13)* 13 1 10.588
Zahlenwerte und ProtAp=U
-3
1x 10 001 01 1 50
-3 100
A | 6.859% 10 0.036 0.19 1 Alp =
0.02 0.073 027 1 150
200

0.043 0.122 035 1

Gleichungssysteme kénnen exakt mittels Einsetzyu@jsichsetzungs, Additionsverfahren (1.Klasse) dacth
die Inverse einer Matrix geltst werden. Weiterd gbnoch verschiedene Verfahren um Naherungslésung
bestimmen.

(Anmerkung: In der Praxis treten haufig sehr gréechungssysteme mit tausenden oder gar millionen
Unbekannten auf, die es effektiv zu I6sen gilt)

yp(x) == po D<3 +p1 D<2 + po2 X + p3 Definition des Interpolationspolynoms
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Berechnung der Summe der quadrierten AbstandeBjvetgibt
erwartungsgemars 0.

Polynom und Messwerte

220

0.2
1, X
Strom in A

0.15

D. Welcher prinzipielle Unterschied besteht zwisther Regression und dem Interpolationspolynom ddezuder
einzelnen Datenpunkte ? Bestimme bei A, B C jewdidsSumme der quadratischen Abstande. Diskutiereund

Nachteile der Methoden
Zeichne die Losungen AB,Cflir0O<i<1
erscheint ?

untenstehenden Vergleich der quadri
Bei der Regression kann eine aus de

Interpolation ergibt sich die Kurve (= Polynom) ales Anzahl der Daten.
Die Interpolation hat vor allem bei groRen DatengenProbleme, da die Gleichungsysteme sehr grofewer

und unter Umstanden auch numerisc
den Messwerten auf und auch die Ex

Die Interpolation bendétigt genausoviele DatenpumkieeUnbekannte, bei der Regression missen mehr
Datenpunkte als Unbekannte vorliegen.
Die Kurve geht bei der Interpolation durch jedemigubei der Regression nur moglichst nahe voisehe

Im Allgemeinen ist daher bei Messwerten die Regoesder Polynominterpolation vorzuziehen.

A. Ubeddzpi welchen Varianten eine Extrapolation physskhl sinnvoll

erten Abstande)
r Theorie velgeen Kurve verwendet werden (siehe B), bei der

he Probleme tarftid/eiters treten haufig Schwingungen zwischen
trapolationic$ttrsinnvoll.
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Vergleich der Abstande der Messwerte zur Kurve

3
2 _
A (U' - y(l,)) =10.877 Berechnung der Summe der minimalen quadriertenailolst
i=0
bei linearer Regression ist grofRer als beim kingisc
B Regressionspolynom.
D(rp,r1) = 7.409
3
c Z (Ui - yp('i))2 =0 Berechnung der Summe der quadrierten AbstandeA(ugid B)
= ergibt erwartungsgeman 0.
| =

Vergleich von A, B und C, Extrapolation
800T

600T

Spannung [V]

—200—

I, X
Strom [A]

Extrapolation erscheint sinnvoll, wenn die Kurvetatheoretisch begriindbar ist. (B)
Gerne wird auch linar (A) extrapoliert, da diesfeah ist.

Das Polynom zeigt bei groR3eren Stromen einen palysidh nicht begrindbaren Verlauf.

E. Stelle die Leistung der Glihbirne tber dem Stroitnden Varianten aus A, B und C dar. Bestimmeejés die
Leistung bei 220 V.

Leistung = Spannung [IStrom =y [X

Pr(x) = y(x) Ix Pr(x) := yr(x) x Pp(x) := yp(x) X
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Leistung
100T
80T
; 60T
P(x)
=
o
2 P00 |
2% Pr(x)
()
|
20T
0
-0+
X
Strom in A

Lésung ndherungsweise mit Funktion Wurzel und $ettzur Bestimmung des Stroms bei 220 V.

(in den Diagrammen in A, B, C ist jeweils eine waatte Linie bei 220 V eingezeichnet, der Startwegtbt sich
dann aus der Graphik).

Strom bei 220 V:  xx:= 0.35 X := wurzel(y(xx) — 220, xx) Xy = 0.385337
xx:= 0.35 xr = wurzel (yr(xx) — 220, xx) xr =0.376873
xx:= 0.35 Xp := wurzel(yp(xx) — 220, xx) xp = 0.383963

Pr(x,) = 84.774 Pr(xr) = 82.912 Pp(xp) = 84.472

Der Vergleich der Ergebnisse aus A, B, C zeigt zvednr gute Ubereinstimmung von A und C aber bei\2B@w den
zugehorigen Stromen (>0,35A) ist man bereits imeldérder Extrapolation. Daher sind diese Ergebmisis&/orsicht
zu betrachten, seridser ist (auch aus theoretistioht) das Ergebnis B.

[«] Lésungen
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