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Wilfried Rohm
Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen

=

¢ Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Symbolisches und numerisches Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen ,
Ldsen von Gleichungen mit hilfe der matrizenrechnun g, Minmierungs- und
Maximierungsprobleme.

Kurzzusammenfassung

Es wird ein ausfiihrlich kommentierter Uberblick (ibe r das symbolische und numerische
Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen sowie von Ungleichungen mit Hilfe
von Mathcad angeboten. Es wird Wert auf ein Verstdn  dnis der verschiedenen Verfahren
und ihres (zeitweise) unterschiedlichen Verhaltens gelegt. Es werden teilweise auch die
Grenzen der Berechenbarkeit ausgelotet.

Kurz werden auch Optimierungsprobleme angesprochen.

Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:

Der vorliegende File ist in erster Linie zum Selbst  studium gedacht. Erl soll aber auch
Anregungen fur die Besprechung mathcadtypischer Pro bleme und Verfahren im
Unterricht geben.

Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 2.- 5.Jahrgang

Mathcad-Version:

Mathcad 15

Literaturangaben:

Lernprogramme und Quicksheets von Mathcad
A

Folgende Verfahren werden hier an Beispielen demotriert:

1) Verwendung des Schlisselworte "auflosen” (Glelhungen und Gleichungssysteme, Ungleichungen)
2) Numerische Lésungen von Gleichungen

3) Ldsungsblock "given-find" ("vorgabe - suchen"): Numerische und symbolische Lésung von Gleichungemd
Gleichungssystemen

4) Lineare Gleichungssysteme mit der Matrizenrechnuog
5) Losungsblock "vorgabe-minfehl” fur nicht direkt l6sbare Gleichungen / Gleichungssysteme

6) "maximieren” bzw. "minimieren” fir Optimierungsp robleme

[+] 1) SchiGsselwort "auflosen™
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Das Schliisselwort "Auflésen"

m+c K . k
u- = —— auflésen g » —— —f
d f+g c+m
u-
d
m+c k |auflosen g
T d f+g vereinfachen

Auflésen und gleichzeitig zuordnen:

Allgemeine Lésung einer quadratischen Gleichung

5 -
2E[E+JVO —ZD;JEBJ

s= vOEt—gEtzauflbsen t- 5 9
Vo — 2005 v,
S

L g

Verwendung von Modifikatoren :

(a- 1)k = 1 auflésen x - ——
a-1

(a—- 1) [k = 1 auflésen xvollstandig —» |undefinedif a 1

1 .
— ifaz 1

: b .
alx+b = 0 auflésen xvollstandig - |—— if aZ 0
a

undefined if bz @a= 0
_clif a= 0Ob=00_cleC

wir entwickeln eine Gleichung 5. Grades aus derubdsn

+ auflosen c
c:u—m - k ) - Eu—m—dEk c:_>dDu—m—OIEk
f +g |vereinfachen f+g f+g
Ldsung einer algebraischen Gleichung 5.Grades:
3.12
. 0.492- 0.174i
5 4 2 auflosen x _
nullst:= x -3x -2x +3x-1=0 ) - | 0.492+ 0.174i nullsip = 3.12
Gleitkommazah| 3 _
—0.551+ 0.935i nullsy = —0.551- 0.935i
-0.551-0.935i
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4 3 2
2 1 . 5k 7 X 5K
(X‘l)E(X+§jD<E(X+1)E( —Z)erweltern_, x5+ - - + 2

12 6 12 6

0
1
-1
x5+£D<4—ZD<3—£D<2+ED<: O auflésen x - | 1
12 6 12 6 =
4
2
3
Der Auflése-Operator funktioniegtuch bei Gleichungssystemen, auch wenn sie nicht li near sind :

3X-2y=4 X
Y auflésen - 24 2 = (1.412 0.118
X+5y=2 y 17 17

417 15 30G/417 61

3x-2y=14 X 4 4 8 8 _ 1.36 0.0327
2 auflésen = Gleitkommazah| 3 -
X~ +5y=2 y 417 15 30G/417 61 -8.86 -15.3
4 4 8 8

Ungleichungen:

Dies alles geht auch ntitngleichungen( in Mathcad 14 gibt es da teilweise Probleme! Brser Version 15 funktioniert
es wunschgeman!

5
5u-3< u+7auflésen u- u< E

x2—2D<s 15 auflosen x - -3<x<5
x2—2D<2 15 auflosen x - x < -305< x

2 .. R
X~ =2k = 15 aufldsen xvollstandig - x < -305 < x x <= -3 ODER X >= 5

Symbolisch schwer oder nicht I6sbare (transzendente ) Gleichungen :

2 [atal @+£
5 5

1.208
sin(x) + 30cos(x)- 2 = 0 auflésen x — = [ j
geht doch

> Chta 5 o -0.564
J6-1
2 Eatar(@ - §j

. 8 4 4
sin(x) = 10 [tos(x)auflosen x — =

2 [hta 4 -7
J41+5

0.675 Die Atan-Funktion liefert ab
-2 467 Version 15 im Bereich ft, 11
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asir{%’s . lj

4
0.712

1

asin — - V65
. 8 4 20 -0.154
sin(x) + cos(2x)= — auflésen x - =
10 (1 E{/ﬁs 1 2.43
Tt = asin — +=

20 4 3.295

(1 1
T —asin—-—1[0N4/65
4 20 G/_j
Wenn man eine Kommazahl (0.8) eingibt,

erfolgt die ausgabe im FlieBkommaformat,
obwohl symbolisch gerechnet wird!

-0.15371753999893745192
0.7116879086229082926
3.295310193588730690
2.429904744966884945

sin(x) + cos(2x)= 0.8 auflésen x -

Das Verhalten bei wirklich transzendenten Gleigiamist unterschiedlich:

_ X N e In eingen Fallen werden symbolische Funktionen (die
In(x) = 1 - auflésen x — 2[LambertW — nicht numerisch auswertbar sin!) ausgegeben, welche
2 2 S . ; ;
entsprechend vordefiniert sind - hier handelt &s sim

X . 5
e = 5-xauflésen x -~ 5- LambertV\( e) die Lambert'sche W-Funktion (die Inverse 'x [&" )

sin(x) + x—3 = 0 auflésen x —» 2.17975706648003001281ier wechselt Mathcad 11 offenbar auf eine
numerische Rechnung.

x? +505in(x) = 10 aufldsen x - 3.235758933038401147

E - In diesem Beispiel wird auch eine komplexe Lésung
X~ = sin(x) + 30n(x) = atan(x)auflésen x— gefunden, allerdings braucht Mathcad 15 SEHR 1(§ I3

wurde. (Aktivieren Uber Maus-rechts) .
In solchen Féllen und auch um andere Lésungemde
sowie bei nichtlinearen Gleichungssystem benétayt m
numerische Lésungsverfahren (siehe 2.Abschnitt)

[#] 1) Schliisselwort "auflésen"

[+ 2) Numerische Losung von Gleichungen

2) Berechnung numerischer Losungen

In Mathcad 11 wird hierfiir keine Losung gefunden

x2 +5kin(x) = 10 auflosen x - 3.23575893303840114(Mathcad 14/15 schaltet an dieser Stelle auf ein
numerisches Verfahren um !

Nicht immer findet der "Aufldsen"-Befehl eine Logyrweil in der Regel versucht wird , symbolischrechnen.
Wenn das so ist oder wenn gezielt bestimmte Losubgegesteuert” werden, wahlt man ein numeriscldssihgsverfahre

dem (analog zum Newton-Verfahren) ausgehend vmeBStartwert die Losung iterativ ermittelt wird
Im Wesentlichen stehen 2 verschiedene Méglichkeiterverfligung
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Verwendung der wurzel-Funktion (engl: root)

Grundprinzip:

wir definieren dieGleichung als Funktion ax) = x2 +5kin(x)- 10

x:=1 wurzel(g(x), ¥ = 3.236 die links stehende Zuweisung dient als Startwertléin Iterationsalgorithmus

X,.=-3 wurzel(g(x), ¥y = -3.153

50r
9000

~10 -5 o~ 5 10
XX

Anwendung des vorgabe-suchen-Blockes (given - find

X=1 Startwert
Vorgabe
2 .
X +5[kin(x)-10=0

X0 := Suchen(x) x0 = 3.236 Diese Methode erlaubt mit der rechten Maustasté2uchen”
die Auswahl eines bestimmten Verfahrens!!

[#]_2) Numerische Lésung von Gleichungen

[=] 3) Gleichungssysteme mit vorgabe-suchen

3) Losungsblock "vorgabe - suchen" == "given - find " fir Gleichungssysteme :

Beispiel : Elektrisches Netzwerk - numerische a@nbolische Lésung

E; =10V R1:=1 R3:= 2 Rg := 5[ R7 =2
Eo, =50V Ry =2 Ry =12 Rg := 112
Startwerte
I1:=10A =11 I3:=11 I4:=11
Vorgabe

E1=110{Re+ Ry +Rs) +I3[Ry +14[Rg
Ez2= I20{R7+Rp) -~ I3[Ry
0= 11 [Ry - I2[(Ry +I3{R1 +Rs + Ry) ~ 14 [Rs

0= 11 [R3~ I3[R + I {R3+ R4 + Rs)
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|
- 1 3.897
b
N Suchef 1.12,13,14) l2| | 0.441
20 3| |-1.618
M, la -1.985

Nichtlineare Gleichungen und
Gleichungssysteme

Gleichungssystem mit Gleichungen und Ungleichungen

X=1 y=1

Vorgabe s 2
X +y =6
X+y=2
(j\

2414
-0.414

Sucherf x ¥ = (

Ist auch die symbolische Lésung moglich ?

Vorgabe
i2 +j2 -6

i+ =2

1-y242+1 -0.414 2.414
\/_ \/_ ] I—( ) lp,0=-0.414

)= Sucher j ) - =
J2+1 1-/2 2.414 -0.414

l1,1=-0.414

Elastischer Stol3proze zweier Massen ym,;

Zwei Massen mit Geschwindigkeitenwnd v, sto3en zentral und elastisch aufeinander, wl und
w2 seien die Geschwindigkeiten nach dem StoR3.

Vorgabe

my O + mp Orp = mq Ovg + mp Oy Impulssatz

my Dllz my Dlzz my |:W12 my |:W22
+ = +

2 2 2 2

Energiesatz

mq Ov1 — mp Orq + 20 [V

Vi
Suchen(w W ) i~ 12 Geschwindigkeiten nach dem
1,W2) — .
2 Oy Oy — my Oy + mp Gy elastischen St?B
Vo (allgemeine Lésung)

mp + mp

[+]_3) Gleichungssysteme mit vorgabe-suchen
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[*]4) Gleichungssysteme mit Matrizenrechnung

4) Lineare Gleichungssysteme mit der Matrizenrechn ung

wi=1l x=1 y:==1 z:=1

Vorgabe
Jedes lineare Gleichungssystem
kann auch direkt mit der Matrizenrechnung gelostie
0.30w+0.20x+6.600y-1.1[1z= 1
4.50w-1.80x-0.30y+6.50z= .1
-7.30Wv+9.700x+ 10.90y-4.10z= .01

8.10w-2.70x+ 8.70y+ 8.90z= .001

-3.937
Suchet ) -2.975
ucherf w xy,z) =
Y 0.746
1.952
Koeffizientenmatrix 03 02 66 -1.1

45 -1.8 -0.3 6.5
= |A| =-148.003
-7.3 9.7 109 4.1
Die Determinante (ungleich 0), zeigt, dass die

81 -2.7 87 89 Matrix nicht singular ist - also eine eindeutige
Ldsung besitzt.

1
0.1
b:=
0.01
0.001
A w -3.937
- X —-2.975
A=Al =
X, y 0.746
z 1.952

[+]4) Gleichungssysteme mit Matrizenrechnung

[=]'5) Losungsblock vorgabe-minfehl

5) Losungsblock "vorgabe - minfehl"

Es gibt auch Befehle fiir Systeme, die keine relatisungen haben. Dabei werden jene Werte ausgegeblkehe der
Randbedingungeam néchstenkommen.

X=0 y:=0
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Vorgabe
x+1)%+(y+1)°=05
x+y=1 Der Versuch mit dem Befehl "Suchen(x,y)" fuhrt zirler Losung, weil die
Gerade am Kreis vorbeifiihrt!

Beachte: Wieder kdbnnen mit der rechten Maustagt&Minfehl" unterschiedlict
P.:= Minfehl(x,y) verfahren eingestellt werden, welche haufig auchrearschiedlichen Losunge

fuhren!
o _ (0182817
~ | -0.182817

Eine padagogisch sehr wertvolle Anwendung des miBefehls ist digermittlung von Ausgleichsfunktionen nach
dem Prinzip der kleinsten Quadratemit Hilfe dieses Befehels!

-> siehe beispielsweise File "Wirtschaftsmathematikf www.math-tech.at

Mathematischer Hinweis : Minfehl bzw. minerr unterscheiden sich von "Suchen" darin, dass dieémder letzten
zulassigen lteration zurlickgegeben wird, wenn dgodthmus nicht konvergiert - auch
die letzte Iteration die Konvergenzbedingungentracfiillt!

[+]5) Lésungsblock vorgabe-minfehl

[*]6) "Maximieren™ / "Minimieren”

Die Funktionen "Maximieren" / "Minimieren" kdnnedairflineare und nichtlineare Optimierungsproblemeveadet we

Z(X,y) :=x+y Zielfunktion
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Vorgabe
g Q_
1
=X+y <10
> y
2x+y <18
0<x<8 \\\\\\5m\\\
y=200y<9
~ T
~
o 5.333 ™~
Maximieren( Z, xy) = ™~
7.333 _‘5 T~ =5 =10
~
~
\ ~

Die Bedingungen kdénnen auch mit Hilfe der Matrizetmung definiert werden.

Mathematisch arbeiten die Funktionen unterschiediich verschiedenen Verfahren:

"linear" verwendet einen Simplex-Algorithmus (fiirdare Optimierungsprobleme), die anderen Verfaheswenden an
iterationsverfahren fur nichtlineare Optimierungdgeme). "linear" bendotigt keine Startwerte fiir disungssuche!

-> File "Wirtschaftsmathematik" aufww.math-tech.at

[«]6) "Maximieren" / "Minimieren"
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